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ることから，対応するリッチ曲率を定める必要があるため，2.6節では，グラフの 1単体である辺上に 0-リッチ曲 




















無向グラフの場合には，直積グラフ上のリッチ曲率に関する定理を Lin と Lu と Yauが示しているが，ここでも距
離の対称性を用いている．従って，有向グラフの直積グラフ上のリッチ曲率を計算するために，輸送距離の定
義と Kantorovich双対性のみを用いる． 
 離散リッチ曲率には，Ollivierが導入したコースリッチ曲率の他に，Bakry-Emery リッチ曲率が存在する．
Bakry-Emery リッチ曲率は曲率次元不等式を用いて定義され，リーマン幾何学の場合，リッチ曲率の下限とし
て与えられる．曲率次元不等式は Bochnerの公式から導出される不等式であるため，ラプラシアンや勾配の計
算など解析的な議論を多く必要する．2010年にLinとYauがグラフラプラシアンや差分によるグラフ上の微分を
用いて離散曲率次元不等式を導入し，Bakry-Emery リッチ曲率をグラフ上に定義した．これにより，グラフの解
析学的性質を明らかにするために非常に重要な概念として Bakry-Emery リッチ曲率に関する研究が発展した．
通常，グラフラプラシアンはグラフの隣接行列を用いて表されるが，有向グラフ上の隣接行列が非対称行列で
あることから， Bakry-Emery リッチ曲率に関する研究も無向グラフに限定されていた．しかし，Chungが導入し
た推移確率作用素を用いて定義される有向グラフ上のラプラシアンは対称行列になることに注目し，3.5節で
は有向グラフ上で曲率次元不等式を導入し，Bakry-Emery リッチ曲率を定義する．3.6節では，実際に曲率次
元不等式を計算することで，Bakry-Emery リッチ曲率に関する評価式を明らかにし，有向グラフ上のラプラシア
ンの非零最小固有値に関する評価を得る． 
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論文審査の結果の要旨 
 
グラフとは複数の頂点同士を辺で結んできる図形である．グラフの数学的研究は，コンピュータ
ー・ネットワークや経済活動のモデルなど実社会への様々な応用がある．Ollivier はグラフを
含む距離空間において，コース・リッチ曲率の概念を導入した．さらに Lin-Liu-Yauはこれを無
向グラフに対して改良し，より幾何学的な研究を行なった．コース・リッチ曲率はある種の局所
的な曲がり方を表しており，距離空間やグラフの大域的な性質を調べるのに有用である．山田氏
は博士論文においてグラフのコース・リッチ曲率とラプラシアンの固有値について幾つかの研
究を行なった． 
先ず，無向グラフに対して，辺集合上のコース・リッチ曲率の下限条件からラプラシアンの非ゼ
ロ第一固有値の評価を与えた．先行研究として，Ollivier が頂点集合上のコース・リッチ曲率
の下限条件による評価を行なったが，それではスター・グラフでは最適な評価を与えていない．
一方，山田氏の評価ではスター・グラフでは最適な評価となっており，これはある種のグラフで
はより優れた結果となっていることを示している．証明について，Ollivier のものはほぼ自明
となっているが，山田氏の証明ではより繊細な議論が必要とされ，極めて非自明である．これは
学術的に価値の高い結果である． 
一般にコース・リッチ曲率が正であるようなグラフを構成することは応用上非常に重要である．
このようなグラフはエキスパンダー・グラフ列となることが期待されるからである．山田氏は２
つの完全グラフを幾つかの辺で結んだグラフが正コース・リッチ曲率を持つための必要十分条
件を与えた．これにより新しい正コース・リッチ曲率の系列が得られた． 
今まで無向グラフに対してのみコース・リッチ曲率が定義・研究されてきたが，山田氏はそれを
有向グラフに対して行なった．有向グラフに対して，コース・リッチ曲率の適切な定義を与えて，
コース・リッチ曲率が至る所ゼロとなるための十分条件を求めた．これは幾何学的に興味深い結
果である． 
この他にも山田氏は無向グラフに対して Bakry-Emeryリッチ曲率の研究も行っている． 
山田氏の博士論文は，自立して研究活動を行うに必要な高度の研究能力と学識を有するこ 
とを示している．したがって，山田大貴提出の博士論文は，博士（理学）の学位論文として
合格と認める． 
